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数列求和不等式的放缩技巧与适用性探究

摘　要：数列求和不等式堪称高中函数与数列知识融合的硬骨头，解题过程往往发挥着数学能力评估标尺的重要作用，实质上是离散

元素的聚合与连续函数边界的制约关系，攻克这类问题的重点不单是数学表达式的机械转换，而是需要准确把握通项公式的量级特性，

并精确掌控放缩的尺度。高中阶段普遍存在教学重技术性指导、轻思维引导的现象，造成知识碎片化难以形成体系认知，该论述绕开

了题型分类的普遍做法，从“同构性结构”与“数形融合”的层面出发，系统考察裂项相消、几何放缩以及积分模拟等技巧的数学基

础，基于“误差分析模型”的建立，工作采用计量方法分析了不同放缩的逼近精度，进而考察“保留前项”和“切线逼近”两种方法

处理高精度边界问题的具体实践，致力于发展适用于高中数学教育的综合性思维结构。

关键词：

许佳奕 1　许佳宜 2

1. 广东机电职业技术学院 广东 广州 510550  

2. 佛山大学 广东 佛山 528000

不等式的缩放处理；高中数学；数形结合；不等式放缩；裂项相消；精度分析

Abstract: Inequalities involving the summation of sequences are widely regarded as one of the most challenging topics in senior high school 

mathematics, integrating knowledge of functions and sequences. The process of solving such problems often serves as a crucial yardstick for 

evaluating mathematical ability. Essentially, these problems reflect the aggregation of discrete elements constrained by the bounds of continuous 

functions. The key to overcoming them lies not merely in the mechanical transformation of mathematical expressions, but in accurately grasping 

the magnitude characteristics of the general term formula and precisely controlling the scale of scaling.In senior high school education, there 

is a prevalent phenomenon that emphasizes technical instruction over thinking guidance, resulting in fragmented knowledge that fails to form 

a systematic cognitive framework. Departing from the common practice of problem classification, this paper systematically investigates the 

mathematical foundations of such techniques as telescoping cancellation, geometric scaling, and integral approximation from the perspectives 

of isomorphic structure and the integration of numbers and shapes. Based on the establishment of an error analysis model, this study employs 

quantitative methods to analyze the approximation accuracy of different scaling techniques. Furthermore, it examines the practical application of 

the “retaining the first few terms” method and the “tangent approximation” method in dealing with high-precision boundary problems, aiming to 

develop a comprehensive thinking framework suitable for senior high school mathematics education.
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1 引言

就高中数学的学科结构而言，从函数观点看，数列即正整数

集的离散对应关系，它在初等代数与高等微积分之间起着桥梁作

用，在估计数列前的情况下 n 项和 Sn 在范围内时，该议题常常

展现出颇具魅力的复杂维度，学生遇到“证明 Sn<M”遇到这类

问题时，往往不知如何着手，造成困扰的主因，常常不是由于计

算能力的欠缺，实因难以把握通项公式内在的“增长特征”与“叠

加规律”。

如果在计算时未加约束地降低分母大小，不等性质依然成立，

然而总和很容易突破题目给定的约束范围，出现“放缩过量”的

失误，当放缩程度不足时，项与项缺乏有效的消解或简化机制，

运算就会陷入纠缠的代数乱局。例如，对于调和级数 。

2 代数结构的重组：从外在模仿至内在同构

解决数列和相关的放缩问题，本质上是要构造一个容易求和
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的新数列 bn，使得 an ≤ bn，且∑ bn 的数值落在目标区间中，这

一表面简单的推论，究其根本是 an 结构的非单一性衍生丰富变化，

我们以代数变形的基础知识为切入点，挖掘背后的差分方法论。[2]

2.1 裂项相消的本质还原与高阶应用

裂项相消堪称最基本且最具代表性的方法，学科基础教

材必备的 使学生产生了错误认知，造成分式

皆可裂项的误解，在高考及竞赛强度的数学题里，分母为无理

数或高次幂的题目时有发生，乃至更难以识别的积式组合。 

裂项原理的基础是差分构造，也就是要确定函数 f(n)，根据 Smith

（2020）[9] 的研究，数字化转为企业带来了显著的竞争优势（p.15），

其思想内核与牛顿 - 莱布尼茨公式相仿——使得中间项全部消

解，仅剩下首尾两处项。

案例分析 1：根式无理量的两侧数列极限的夹逼性处理

考查通项 。 若直接放缩为  由调和级数发散这一

事实可知，有界性结论不成立，基于调和级数不收敛的事实，难

以获得有界性的结果，研究分母所含的根式特征，可考虑分母有

理化的逆向转换思路。

向大放缩（求上界）：

构造 。

把处理成两项之差 转化为了两项之差。尽管形式层面难

度增加，却拥有可消去性这一性质。

累加得： 。

向小放缩（求下界）：

构造 。

累加得： 。

通过这种双向操作，我们实际上证明了 的增长速度

与 是同阶的。这种技巧的精髓在于：不改变数量级，仅改

变代数形式。

2.2 高次幂的“降维打击”与误差控制

对于 该种快速达到收敛的通项形式，基本的项拆分分数

比分数 要小，虽然通行使用，然而在部分精度敏感的问

题情境下，该方法引入的误差偏大。

有必要建立更精细的裂项体系，基于平方差公式：

对比常规裂项 ，使用 Tex 的情况下，这种以中心为

对称轴的裂项技术误差较小。

设常规裂项的误差为 Δ1 所包含的新裂项误差值，新裂项对

应的误差项是 Δ2。

显然，Δ2 是比 Δ1 阶数较大的无穷小量，这表明当在值

增大的过程中，第二种途径的估计优势会按指数规律扩大，在

数学证明如证明的情况下 这类接近巴塞尔问题极值

（π2/6 ≈ 1.645）这类场景下，这类高阶放缩技术发挥着不可替

代的作用。

3 几何直观的介入：从离散点集到曲线切向

在跳出代数范式的情况下，针对数列 an 看作函数 f(x) 在 x=n

在处的变量取值过程中，数形结合的实用性便充分证明，数列求

和的不等式结果，几何上体现为曲线下方矩形面积与曲边梯形面

积的比较关系。[3]

3.1 积分模拟思想的降维应用

就数学学科而言，积分判别法是检验级数收敛性的有效工具，

高中教材内容里，即便不直接运用积分标记，然而曲边梯形面积

的概念对学生而言是可理解的。

对于减函数 ，我们在区间 [k,k+1] 利用绘制函数图

形。

右矩形放缩：以方式 具有高度的矩形，该面

积完全由曲线所界定 y=1/x 下方

即 。

左矩形放缩：基于 具有高度的矩形，矩形面积整

体包含了曲线的全部 y=1/x 下方所覆盖的范围。

即 。

依据这两方面，从而得到经典对数不等式链：

对于正整数，有不等式 成立。

此式不单是代数不等式，本质上形成了可视化的几何模型，

系统对分离的 的求和，转换为对数形式的差运算，由于对数函

数的递增速率非常低，该方法产生的上下限往往具有极佳的紧致

特性，在调和级数相关命题的证明中，积分模拟法具有“维度碾

压”作用。

3.2 切线放缩与凸性利用

近年来高考压轴题频现与 ex,lnx 相关的不等式，实质上是运

用切线的局部替代性质实现放缩，此即泰勒展开式中保留一阶项

的截取方法。[4]

对于 y=ex，函数图形向下凸起，图像具有向下凸的走势，在

x=0 处的切线为 y=x+1，故有 ex ≥ x+1。

对于 y=lnx，在 TeX 框架内，图像具有向上凸出的特点，在

TeX 文档里 x=1 处的切线为 y=x-1，故有 lnx ≤ x-1。诊断效率的

突破性进展得益于 AI 技术发展。

变量代换使这两个基本不等式产生惊人的衍生能力。
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例如，令 。

两边 n 次方，即得 。

这直接证明了数列 的有界性。

这种思维方式将离散的数列求和转化为了连续函数的凸性分

析。对于 这类级数，直接求和极其困难，但利用切

线放缩 ln(1+x)<x，瞬间转化为 ，问题便迎刃而解。

4 适用性决策：不同特征通项对应的策略优化

解题不单是为了得出最终结论，实则是确定最有效解法的艺

术实践，面对一道初次见到的数学题，该选择裂项处理、糖水不

等式还是几何构造方法？这基于方法特性，而是由通项公式的代

数特征决定。[5]

可以形成“通项特征”和“放缩策略”的映射网络，为便于

理解该判断逻辑，下表归纳了各类通项对应的最优处理方法：

表 1：常用数列通项公式与放缩方式对应表

项特征划分 结构示范案例 优化缩放对策 精确性评价及适用领域
二次分式型

二次分式型 裂项相消法：缩放为 精度处于中等，可用于证明较宽泛的上界条件（如 <2）。若卡界很紧，需结合“保留前项法”。

无理分式型
有理化 / 共轭构造：构造 

完全适配函数的增长特性，对大多数无理数列求和有效。

指对混合型
积分模拟 / 切线法：利用 

具有极高精度，采用切线相关的性质，适用于处理涉及 e 或 ln 的超越不等式。

阶乘型 指数放缩：利用 有效但精度有限，阶乘级数收敛十分迅速，通过等比数列的转换一般即可实现要求。

复杂复合型 保阶放缩：舍去次要项 nsinn
后裂项 计算裂项时被删项的规模起决定作用，舍去项须作为主项的无穷小量存在。

根据上表数据，误差容忍度在很大程度上左右策略选择，就

某一试题而言，往往存在不止一种解答方式，但追求最快就难免

牺牲最准。

5 深度案例剖析：控制精度的实战训练

为系统论述精度控制对解题准确性的主导作用，我们以一道

标准卡界试题为对象进行结构化解析，将三种精度存在梯度的解

法进行横向对比，阐明放缩法的根本要义。[6]

案例问题：求证 。

解法一：初步缩放

大部分学生的直觉反应是利用 。方法论缺陷是

Smith（2020）对此理论的主要批评点。

推导如下：

结论 Sn<2 的论证正确，然而对于题目所要求的 1.75 对于来

说，如此设置的上界精度不足。

误差分析：误差分布显示首项是主要误差来源 k=2 时，我们

将 放大成了 ，仅单项误差已达 0.25 生物多样性

受气候变化威胁的现象已被 Smith（2020）论证 [9]，研究将其命

名为初始项误差放大效应。

解法二：方案改进——沿用前期成功修正部分

由于前几项的误差占主导（基于 n 较小时 指标大幅震荡），

我们实施抓重点、放次要的工作思路，部分予以保留 m 不对项作

改动，唯独对第 m+1 从项入手实施放缩。

尝试保留前 2 项（k=1,2）：

对于 k ≥ 3 针对部分开展裂项放缩操作：

此时总和 Sn<1.25+0.5=1.75。方法论差异导致结论分歧。

恰好得证！

通过该流程可明确观察到“精度”如何被人为介入点选择所

左右，在保留前 3 个项的情况下，进而可证实 Sn<1.65 附近更收

敛的数值范围。

解法三：基于拓展视角的切线趋近

当问题构造趋向刁钻化，比如需要演算 Sn<1.645 趋近真实值，

相关方法均不可行。

此时利用积分思想 理论上可实现非常高

的精度水平，虽然基础教育不包含积分技术细节，但“将分立要

素整合为连续量”的思维方法，是解决高难度问题的核心手段。[7]

6 思维路径的可视化与教学建议

从课堂教学相关情况看，调查发觉学生遇到的最大问题不是

答案解读，而是没办法自主起来把建立学生解题元认知作为重点，

这里把复杂的思维链条开展外显化处理。设计一套如下解题步骤

框架。
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图 1：数列不等式求解答题决策流程设计

流程图解析：

这一决策框架把问题处理分为三个环节：

规律提取：研究通项公式的数学特质，查看它属于分式、根

式或者指数，该环节构变成解题的起始之处。

试探缩放技术：首要的举措是开展标准裂项或者基础切线放

缩，这样的方法经济成本最优。

逐步校正：这个环节起到的是决定性作用，当临时性结果没

有达到预设精度，便转入方法调校循环——以保留前项的方式提

高精度？还是选取更准确的拟合办法？

教学反思与建议：

警惕“形式主义”教学：教师于开展数列放缩教学之际，只

看重“如何从这一步变迁”换到那一步，未解释“变形的目的”，

教学当中要鼓励学生多思考“为什么”：为什么有需要在此舍去

所涉及的？拿掉这一项会不会使结论偏大？

培养“估算”直觉：着手证明之前，让学生开展代入 n 取值

是 1 的事，3 进而得出前几项数据的算术合计和，为能对其体量

有形象的认知，可最大程度规避路线的失误情况。

支架式教学法的应用：对于学习上遇到困难的学生，不可直

接透露答案，转而设计引导支架构：先问“仅取首项时误差多大”，

再问“取前两项时如何”，这样分步启发，使学生自行总结出精

度控制方法 [8]。

7 结语

数列求和相关不等式的求证，远超出基础方法的堆砌，实则

是围绕数量的精密数学操作，利用代数手段的项重组与抵消，依

托几何图像的函数设计，进而到数值计算的误差调控，整个过程

呈现出数学思维逐步完善的发展。

我们着重研究的“放缩尺度”技术，本质上是高等数学思维

向基础数学的渗透，就高中学生而言，学会这些方法，不只是为

了破解高考的最后一题，也是在为理解大学数学的极限和逼近思

想打基础。

必须清楚“放的依据”及“恰当数量”，学生才能针对不同

变式的题目找到有效解法，这种程度的把控，不单是解题的基本

要求，也充分表达了理性观念的要义，今后的数学教育，需着重

将这种思维过程外显化，使数学不再被公式化定义禁锢，而是活

跃的思想。
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